ECOLE POLYTECHNIQUE OPTION M’
CONCOURS D’ADMISSION 1983

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES ( 4 heures )

Correction

Premiere partie

T T 1 / in(2
1. Onremarque que / cos(2prt)dt = / < sin(2p7rt)> dt = M, d’olr:
0 0 \2pm 2pm

q x €T q
x) = 22/ cos(2prt)dt = 2/ Zcos(meﬁ) dt.
p=1 0 0 p=1

D’autre part, pour touta € R\ 27Z, on a:

q q ;
. 1 — eilgtDa
— 1\ p —
pEZO cos(pa) = Re g (e"*)P | =Re ( T oo )

p=0
sin <(1J2r—104)

— Releis —~ 7
sin (%
o Sin (QT )
= cos
2 sin (%
D’ou
sin (q+1a) q gt a .
Z B o 2 _17005(504)5111 2oz—sm(i)ism(q—k )a—sm2
cos(pa) = cos — = =
2 sm(2) sm(2) 2sm2
q in (g + 1 i
o sin q—|—2)27rt—51n7rt
En particulier 2pmt) = et donc:
P pZ::lCOS( prt) 2sinmt
* sin(2 1)mt
S, (z) = / sin(2q + Dmt (o
0 sin(7rt)

2. (a) pestdeclasse @' sur]—1,1[\{0} et lin% o(x) = 0 = ¢(0), donc ¢ est continue sur | — 1, 1].
T—
En effet, Vu #£ 0,

(u) = Tu —sinTu (u®) T +o(1)

P T sinry | R +o(ud)  1+o0(1)

Donc lim p(u) = 0 = ¢(0) et lim M = E_ Donc ¢ est de classe ¢! sur | — 1,1].
u—0 u—0 U 6



(b) Soitx € [0, ﬂ

sin Tu T v

_ /I sin(%q + 1)7Tudu B /”C sin(2q + 1)7Tudu‘
0 S TU 0 U

= / ©(u)sin(2q + 1)mudu
0

™

Su(x) + 2 — 1 /(2‘”1)” sinv /“” sin(2g + 1)7rudu 1 /(2‘1“)” sinw
0 0 0

Par intégration par parties, on a :

[ cos(2q + 1)mup(u )}

/ o(u)sin(2q + 1)mudu
0

1)71/0 cos(2q + 1)muep’ (u)du

(2 + ) q
cos(2q + ) mxyp(x ) “”
_ 20 T Dx 2q+17r ; cos(2q + 1)muy (u)du.

D=

s v

1 (2¢g+D) 7z o;
Sq(a:)—l—x—/ Y v
0

()| 1 ,
= (2¢+ 1)m * (2¢+ )7 /0 ¢ (u)|du

. 1 a4
¢ étant continue sur le segment {O, 2], donc bornée et par conséquent il existe une

constante A; > 0 telle que :

1 1 (2q+1)7rz s A
Vo € [O,], Sq(x)+:z—/ sinov ey
2 T Jo v q
1 g sin prr
(c) On a S, (2> = g = 0. L'inégalité précédente entraine, pour tout ¢ € N¥,
s
p=1
1 1 (2q+1)2 A
—/ Y4 < A Drow:
2 7y v q
i 1 /(2q+1)2 sinv 1
im — v=_
qg—+oo T Jo v
ou encore
I (2a+1)3 smvd 7r
im v=—.
g—+o0 Jy v 2

Maintenant soit 2 un réel strictement positif, il existe un entier naturel ¢ tel que (2¢+1)

1
x < (29 + 3)5 ou encore g < ; —3 < g+ 1, donc il suffit de prendre ¢ = E (i - >

Alors i
/x sinvdv _ /(2q+1)2 sinvdv n /”" Sinvdv
o v 0 v (2¢+1)Z Y

) >—~l\3\>3




Ainsi,

/m sinw /<2q+1>’5 sinv | /l‘ sinv - /<2q+3>’5 dv _ | 2q+3
o v 0 v (2¢+1)T Y 2¢+1)T Y 2¢+1
Quand z tend vers l'infini, ¢ tend vers l'infini et donc
T o (2¢+1) 5 o
lim WP = lim O ="
z—+o00 Jj v qg—+00 Jqy v
L e . e s 1 +o0 ginw

3. Les S, sont impaires et 1-périodiques, il suffit d’étudier les S, sur |0, 1k Comme dv

0 v

converge, alors il existe M > 0 tel que Vo € RT,

< M. Donc, pour tout z € R" et

T .
S1n v
dv
0 v

toutq € N*,ona:

A 1 M A
+E < o+ =+ = A
q 2 T 1

1 2+ D)7z
Sy, ()] < x|+ |— Sdev
q T Jo

v

1 1
4. (a) D’apres2.(b),six € ]0, 2} , lim Sy(z) = —x + R D’ou:

(b)

q——+00

1 ) 2 sin(2pmz) 1
Vxe}(),z] , lim Sy(z) 227: 5%

—00 T
q = r

. 1
Siz e [—2,0{,

. . 1 1 i
i Sy(o) = fim 8,(-0) = —a = 5 =lal = 5 == (5~ lol ) =~ Jim 5, (e,
Siz € R, v— <z >¢€ Z, alors par périodicité on obtient :

Sg(x) =Sg(z— <z >+ <x>)=85(<z>)

1
Donc lim Sy(z) =0siz € Zet lim Sy(z) = -— <z >siz e R\ Z.
q—00 2

q—00
. K — RT ) . ..
Soit ! . f est continue sur le compact K, donc atteint son minimum.
r +— d(z,Z)
Soit o = HliII(ld(J},Z). Comme K NZ =g, alorsa > 0,doncVz € K,Vr € Z, |z — r| > «.
S

Soit z € K et k sa partie entiere, donc k < z < k+ 1. Dot a < min(z — k,k+ 1 — ). Or

1
x—k=k+1—usi etseulementsi, z =k + 3 Donc mi}}d(x,Z) <
xre

1 1
k—k+—=| ==
—1—2‘ 2Donc

1 1 1
a < 3 et par conséquent [0, 2] NK = [a, 2} . Ainsi par périodicité, il suffit d’étudier la



. 1 . 1
convergence uniforme sur |a, 5| Soitdoncx € |a,=|,ona:

IN

v

1 /+°° sin v
+ dv
T J(@2q+)mz U

(2¢+ )7z
Sq(:v)+:1c—1/ bl
0

™ v

+o0 :
S ov
/ dv
(2¢+1)mz Y
Soit ¢ > 0, il existe z9 > 0 tel que z > z( implique —

1 T gin v
dv
. v

A 1

q ™

IN

< —. Soit ¢ tel que

DN ™

(2g1 + 1)mz > =z, donc ¢ > ¢q1 implique

. ) . A €
et soit g2 € N tel que g > ¢ implique 2 <2 Don
q
1Sq = S|

1
des que ¢ > go = max(qi,q2) ou S(z) = 5 Donc la suite de fonctions (.5, )4cn+ converge

. 1
uniformément vers S sur |«, — | et donc sur K.

S n’est pas continue sur R, donc il n’y a pas de convergence uniforme sur R.

5. Soitz € R.Ona f(x) <;— <z >> = i Mf(x), donc

p=1 pr

/abf(x) (;—<x>> dx:}r/ab (is’in@p”@f@)) dzx

us
p=1 p

Si [a,b] NZ = (), on a la convergence uniforme et donc

/abf(x) (;— <z >> dz = ig};/ﬂbf(x) sin(2prz)ds

Sia,b]NZ # 0, sur [a, b], |S(x)] < Ag et donc Va € [a,b], [Sq(2) f(z)] < A|f(2)| < Azl floc fap)

2

. Le théoréme
0 sixecZ
de convergence dominée s’applique et donc

1 .
et (5,f)q>1 converge simplement vers Sf, ou S(z) = { g <w> sizgl

b

b
Jin [ S @f)e = [ s

/abf(w) <;— < >> dz = ii;/abf(x) sin(2prx)de.
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Partie II

1. (a) On sait que la dérivée de = — ef(®) est 2 s f/(2)ef ). Par définition 2% = e > pour

1—z
x>0etz€C,donC/x_de: f

—|—ctesiz7élet/x_zdlenx—i—ctesiz:l.
—z

1 1
(b) La propriété est vraie pour n = 1 puisque 1 ' =1 =1 —1—/ x”*dr — z/ <z >z " lde
1 1

n n n
Soitn > 2 supposons que Z k™% = op(z) oltoy(2) = 1+/ xzdx—z/ <z >z lda
1 1

k=1
Ona:
n+1 n+1
ont1(z) = 1 +/ x”*dxr — z/ <z >z lde
1 1
n n+1 n+1
= Zkz—i-/ de:c—z/ <z >z
k=1 n n
n n+1
= Zk‘_z+/ e (-2 <x>)da
k=1 n

n n+1
= Zkz—i-/ e (@~ 2(x —n))de
k=1 n

n+1

n n+1
= Z k% 4+ (1— z)/ x *dxr + nz/ x*
k=1 n n

= 1 1
— Zk‘z +(1-2) - [:U_ZH}RH +nz— [x_z}nﬂ
k=1

n —z n
n n+1
= > k441 TT=> k0
k=1 k=1

D’ot le résultat par le principe récurrence.
(c) Soit s strictement positif et différent de 1. On a:

n n n
Z k% = 1+ / z %dx — S/ <z>zr " ldx
1 1 0

l,—s—i—l n n
= l—i-[ ] —s/ <z>zldx
].—S 1 1

nferl -1

n
= 1+—s/ <x>z " ldx
1—5 1

n +oo =S +o0
Mais 0 < s/ <z >zl < s/ 5 Wz = s [ ] =1, donc
1 1 1

<1

ik_s_ 1_‘_@
1—s
k=1
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Donc

n
s/ <z>z 5 ldr—=| <
1

n
) 1 1 " dx 1
S]S—l,kglkn:OOQ‘l‘ ) ?—i—l—lnn.

1
(@) Vo € [1,+oo, | <z > a7 < a7} = ’e_(”l)l” = ¢ (st Ine _ T Sis+1>1,

—+o00
c’est-a-dire si s > 0, / <z >z lda converge absolument, donc elle converge.
1

(b) Soitz € Q2.Ona:

n n n
Z kK2 =1 +/ xz *dx — z/ <z>z 7 ldx
P 1 0

$7z+1 n n
= 1+[ ] —z/ <z>z " ldx
1 1

1—=z
n—z—l—l_l n
= 1+—z/ <z >z 7 M
].—Z 1
Z_nfz+1 n
= —Z/ <$>$_Z_1dl'
z—1 1

_z—i-l‘ _ e(—z+1)lnn 1-s)Inn

De plus on a |n = el qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini

(car1—s<0).Dou

00 n +oo
-z _ 1: —z < —z—1 _
kzlk _nh—%lo;k —Z_lz/1 <z>zx dz = ((2).




(c) Soient z € N ety > n pourn € N* fixé. Ona:

(=D k" =
k=1

“+o00 n n
—z/ <x>x_z_1dx—1—/ w_zdx—i—z/ <z>z " ldx
1 1 1

n 400
] —Z/ <z>az 7 ldx
1 n

oo
— z/ <z>z 7 ldx
n

> > ldx —

“+o00
/ T
n

+o0 1
(2— <z >) ¥ dx

S— ol

2 l,—z—i—l
o1 _[1—2
1 n=Ftl — 1
T o210 1-—z
nferl —+o00
= —z/ <z >z " ldr
z—1 n
_ nl—z+ /+oo 1 _ -
- 1) g o
_ nliz_|_ /y 1 <x> T
— z - x x
+oo
z
—— x# lde
2 /s
nlfz
o oz—1
—+o00
—z/ <x>z " ldz —
Yy
nl—z
= z
_1+

+oo 1
e
+z/ <— <z >> T
v 2

ldz.

D’oti, en tenant compte de 1’égalité de la question 5. de la partie I, pour tout 2z € Q et tout

y>n,ona:
n 1-2z —z oo /q 1 rv
C(z)—z k=% = :7 . _n2 —l—z/ (2— <z >> afzflda:—i-% Z P/n x* L sin(2pra)da.
k=1 Y p=1
e La fonction g est bien définie et de classe € sur [n, 400 et
3 t =2 3 tp
g(x) =272 ( : + P ) = : T -
L ) po\2r— g p2(27r—$ip>
t .t 1,
Or—n<t<n<z donc— <1puis — < —,dou:
T pr p
=5 3 t =5 3
T2 5 = x2 5 1
9/<33): QWiL—i_ tw P 2 2_l+ 1
p pT (27‘(‘ - ?p) (2pm — 1) p T (271' - 5) (2pm — 1)



1
Mais 27 — — > wet 2pm — 1 > 7, donc
p

3 1

ouB; = — + —.
1= o + 2

e D’autre part, ona:

Vo84 9
:L,T—’L e ’Lp7r$d$
n

Yy 3 ..
/x2zt€22pﬂxdx
n
-3
yT
— 2pm—1

-3
Y2z

_t

27p J

Comme [g(y)|

-3
2x72

DY — puisque z < y et

y Y B
/ @z < [ 2

y;3,
T2
n

N 3 3
Or n < x implique n2 < z2 et donc

Yo 4 9
xT—’L e Zpﬂ'xdx
n

Il suffit donc de prendre By = 2 +
T

p

=3
2n2

<

~ 2pm—1

3p

2By

3

Y =3 _it .
x2 "sin(2prr)de
n

AN
N = N =

et |g(z)

—X

2B,

o t) ei(2pﬂ'xftlnm)d$
X

/ny g(x)% (ei(2p7rx—tlnz)> Az
Cig(a)eiCrme—tma)|Y Y
[ g(x) ]n

g/ (x)ei(Qpﬂ'a:—t Inz) dr
n

<19(0)| +lg@)] + [ "¢ @)ldz

n

Yy _3 . . .
/ xT_Zt (622p7r:n _ e—22p7rm) dr
n

Y =34 o
xT*l e Zpﬂ'wdx
n

+ % /y x?fitef%pﬂ'xdx
n




y TR +
-3 . . €T 2 . . .
D’autre part, / x2 TPy = z/ — (—i <2p7r + >> e tIne=2ipTr 4.l Gi on
n n 2pm+ T
-3 3
— 2 —X2 N .
note gi(r) = —— alors g 4(z) = —— = gy(r). Méme raisonnement donne
2pm — + 2pm + 4

Y B
- 2 N
/ x 2 —ite=2pTE g g ’ - D'ou:
n n2p

Yy _3 .
/ x73_’tsin(2ip7ra:)da: <
n

Bs

n2p

1
. Utilisons la question 2.(c) de cette partie avec z = 3 + it. On obtient donc

1 LI nz =it 1 oo /] 5
¢ ( —|—it> — Zk—é—“ < - ‘ —3—it| 4 ‘ < +it> / (— <z >> 2 s
| 2 k=1 i 2 ’ Y ’
Z e 1 L
+ |= Z, / 2 " sin(2prx)da
ml=pl/
h oo 3
< vin f +1/ 7 +t2 / <— <z >> 3 tdy
/4+t2 2 4 y 2
Ll — 1 B

3
T 3
p:l pn2p

et ceci pour tout y > n, on obtient, en particulier et quand y tend vers 400, I'inégalité :

N 1 TBay/ % + 12

+ o+

1
+ it k=27 <
' ( ) Z 12 2Un 6n?
s . ST 1 1
En utilisant ensuite les inégalités e 22 <14t <34/~ i t2, on obtient :

1 o 3vn vno 1+t] 7By 1+t 1
— 4+t | — ko2 X X X —=
|C<2+Z> kz_:l T P e T3 o

3\/ﬁ \/ﬁ 7TBQ % 1

_l_
S T R R T )

B

3

+ [t] +1
<

car —n < t < nimplique
" nmphq 2n 2n

< 1, donc

4vn 2By v 1+t

1 . = _1_;
‘C(Q—Ht) DL

2 S T R B R
< \/ﬁ 4+27['Bg
T 1] 3




21 B 1 - ,
Soit Bs =4 + 22 onadoncVn > 1,Vt € [—n,n], |C <2 + z't) ~ N ke < Bgl—l—\/7|lt|'
k=1
Partie III
dans cette partie n est un entier supérieur ou égal a 2
1 -1
1. (a) Soit p(z) =In(z) -1+ _oux €]0, +ool. ¢'(z) = :vx ety (z) =04 x=1,doncVz > 0,

o(x) > ¢(1) = 0 ouencore Vz > 0, In(x) — 1+ — > 0.
x

(b) Soit k un entier de [1,n]. Pour tout entier j tel que g <j<kn <k> >1- % et donc
J
1

ok
(%)~ k-7

Dot :

ce qui donne :

<]<k v ln %<j<k; h=1
Ainsi
1 n "1 1
1<k<n VKjIn (5) k=1 h=1 1<h<k<n

7<7<k

k k
1 dt
(c) Soit £ fixé. On sait que : E - <1 +/ — =1+1nk, donc
— h 1t

sz«fz 1+1Ink) <f<n+21nk> <V2(n+nlnn)

k=1 h=1

etcommen < 2nln2 < 2nlnn, alors

Ainsi C} = 3v/2 convient pour majorer l'inégalité précédente.

k) > In2. Donc:

k
2. (a) Pour tout j et k des entiers tels que 1 < j < 5-ona In <
J

2
1 1 1 1 1 "1
E E < — — < < = B
1<Ic<n1<j<’C \/ ln( ) 1112 <k<n 2 n2 <k=1 k)

<n1<j<

[NIES
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3

1 n
b)Y —=<1+ /_1+ 2v/t| =2y/n—1,donc
> 7= v
(& 1\ 1 4
—_— PR PR _ 2 PR
In 2 (;ﬂ) Sln2(2\/ﬁ Vs 2(2f) m2"
4 .
Donc Cy = — convient.
In2
3. (a)

>

k=

I
=
+
> =

<.
L
~
<
S

" dt
D’autre part, pour k # j, <=z
0o k kK

N itn(4) 3, _ 1 itin(L ”_.(I;>_m_
AT v L e O

Donc en sommant tous les termes,

/nikz— dt=n l+z’ Z (l;)ml
O D=1 =t 1§k,j§n\/k71n<§>'

£k

(b) n <n(l+Ilnn)<3nlnnet

[~]=
| =

b
Il
—

e O .
v ()| * () )

1<j,k<n Vvkjln 1<j<k<n Vkjln 1<k<j<n Vkjln
Ji#k
<1 Y 1
<ok VEiIn (%)
< 4(Cinlnn+ Cson)
< 4(Ci +2C2)nlnn.

Donc C5 = 3 + 4(Cy + 2C5) convient.

11



2
est continue sur [0, 1], et donc majorée sur cet intervalle par une

(1)

par MoT In(T' + 2), M, étant une constante qu’il suffit de choisir supérieure a

1 ? M+ /1

C(=+it)| at < = +it
(a)[ s [ fe(3+)

de T'. [T] + 1 étant un entier supérieur ou égal a 2, on utilise le résultat de la question 3 b) de
cette partie, pour majorer la derniere intégrale par C ([T'] + 1) In ([T] + 1) < C3(T'+1) In(T'+1)
compte tenu de [T] < T.
C3(T'+1)In(T+1)

TIn(T + 2)
l'infini ), et donc majorée sur [1, +o00[ par une certaine constante Ms.
Par conséquent la derniere intégrale est majorée par M>T In(T + 2) sur [1, +oo[. En choisissant

C = max (M, M), on obtient :
1
¢ (2 n u)

r

1
4. La fonction t — 'C (2 + it)
certaine constante M.

T
PourOﬁTﬁl,onadonC:/
0

2
dt < M, T, ce dernier terme pouvant étre majoré

1
In(2)
2

T
Pour T' > 1, / dt, ou [T] désigne la partie entiere
0

La fonction 7' — est continue et bornée sur [1,+o00| ( elle tend vers Cs a

2
dt < CTIn(T + 2),

pour toutT' > 0.
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